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� � 摘 � 要: � Legendre正交矩在模式识别、图像分析等许多领域都有成功的应用,但是由于其计算的复杂性,相关的

快速算法的研究尚未得到很好的解决.本文针对一类采用图像块方法描述的图像,提出两种快速、有效的计算 Legen�
dre矩的新方法, 它们分别是累加方法和积分方法. 这两种方法都有效地降低了计算复杂度,缩短了计算时间.
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Abstract: � Orthogonal moments have been successfully used in the field of pattern recognition and image analysis. However, due

to its complex ity, the problem of fast computation of orthogonal moments has not been well solved. In this paper, on the basis of repre�

senting images with blocks, we present two algorithms, cumulative method and integral method, for fast and effective computation of the

two�dimensional Legendre moments. The numerical results show that the new algorithms can decrease the computational complexity and

computation time significantly.
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1 � 引言
� � 自从 Hu [ 1]提出矩的不变量以来, 矩在模式识别、图像分

析等许多领域都有广泛的应用.迄今为止, 常见的矩描述子大

致可以分为以下几种: 几何矩、正交矩 ( Legendre 矩、Zernike

矩)、复数矩和旋转矩. 其中几何矩[ 2, 3]提出的时间最早且形

式简单,对它的研究最为充分. 而正交矩描述的图像虽然具有

最少的信息冗余度,但由于它们的复杂性, 有关正交矩的快速

算法的研究还很少[ 4~ 6] . Shu 等人[ 5]针对边界为多边形的二

值图象采用格林公式将面积分转化为对边界的线积分, 然后

采用迭代方法进行计算, 使计算复杂度由 O ( N 2 )降低到 O

( N ) ; Zhou 等人[6]把基于象素点的二维 Legendre 矩转换为线

段的形式来计算, 在计算出所有线段的积分后, 使用扩展的

Hatamian滤波方法来计算一维的 Legendre 矩, 也有效地缩短

了计算时间. Spiliotis 等人
[2]
将图像块描述方法应用到几何矩

的计算中, 减少了计算复杂度, 缩短了计算时间. 本文旨在把

图像块描述方法推广到 Legendre 矩的计算中, 并在此基础上

提出两种快速算法.

本文组织如下:第 2 节介绍图像块描述方法, 第 3 节介绍

两种基于图像块描述方法的 Legendre矩快速算法, 第 4 节分

析和讨论方法的有效性与精确性.

2 � 图像块描述方法
� � 考虑如下二值图像

f ( x , y ) =
1, ( x i , yj ) � �

0, 其它

其中 � 为目标区域.

图像块描述方法的定义为:

(1)图像块是图像中的一个矩形区域, 边平行于图像的

轴, 并且一个块中的象素具有相同的灰度值.

(2)如果一幅图像用图像块来表示,并且每个象素都属于

且只属于一个块, 那就说这个图像是用块来描述的.

值得指出的是, 由于块是矩形的,所以很显然最小的块只

包含一个象素.

对图像分块可分为四个步骤:

步骤 1:对图 f 的每一行 y 进行扫描, 找到第 y 行的目标

区间.

步骤 2:将这些区间和那些含有第 y- 1 行象素的块进行

比较.

步骤 3:如果一个区间和任何块都不匹配,那么这就是一

个新块.

步骤 4:如果该区间和某个块匹配,那么此块的最后一行
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就是第 y 行.

循环这四个步骤直至图像最后一行.

通过上述方法,我们就可以得到一系列的块, 用块来描述

这幅二值图像就是

f ( x , y )= { bi: i = 0, 1,  , K - 1} (1)

其中 K 是块的个数. 对每个块我们都记录下其左上角坐

标和右下角坐标.

3 � Legendre矩的计算

� � 对于一密度函数为 f ( x , y )的二维图像, 其( p + q )阶 Leg�
endre 正交矩的定义为:

�pq =
( 2p + 1) (2q + 1)

4 !
1

- 1!
1

- 1
Pp( x ) Pq( y ) f ( x , y ) dxdy

(2)

式中 Pp( x )为 p 阶 Legendre 多项式,其定义为:

Pp ( x ) =
1

2p ∀
p /2

k = 0

(- 1) k ( 2p- 2k ) !
k ! ( p - k ) ! ( p - 2k ) !

xp- 2k ,

x � [ - 1, 1] � � � (3)

� � 对于数字图像,双重积分可以由双重求和来近似, 通常采

用如下形式:

�̂pq=
( 2p+ 1) (2q+ 1)

4 ∀
N- 1

i= 0
∀
N- 1

j = 0

f ( xi , y j) Pp ( x i) Pq( yj ) x y

(4)

其中  x= x i+ 1- x i,  y= yj + 1- yj ,分别代表在 x 和 y 方向上

的取样间隔.

对 N # N 的矩形二值图像来说, �̂pq就可简化为:

�̂pq=
( 2p+ 1) (2q+ 1)

N 2 ∀
N- 1

i= 0
∀
N- 1

j = 0

Pp( x i) Pq( yj ) (5)

在计算过程中,我们使用其迭代性质:

Pn+ 1( x ) = 2n+ 1
n+ 1

xPn ( x )- n
n+ 1

Pn- 1( x ) , n∃1 (6)

其中 P0 ( x ) = 1, P1( x ) = x .

3�1 � 累加方法

对二值图像进行分块,如果分成 K 块, 那么Legendre矩的

值就可以写成式(5)的变化形式

�̂pq = ∀
K- 1

i= 0

�̂b
ipq=

(2p + 1) (2q+ 1)

N 2 ∀
K- 1

i= 0
∀

x
2, b

i

x = x
1, b

i

∀
y
2, b

i

y= y
1, b

i

Pp ( x ) Pq ( y )

(7)

其中( x 1, b
i
, y 1, b

i
)和 x 2, b

i
, y 2, b

i
分别是一个块的左上角和右下

角坐标.

由于块为矩形,故而式(7)中

�̂b
ipq= ∀

x
2, b

i

x= x
1, b

i

∀
y
2, b

i

y = y
1, b

i

Pp ( x ) Pq( y )

= ∀
x
2, b

i

x= x
1, b

i

Pp ( x ) Pq( y 1, b
i
)+ Pq( y 1, b

i
+ 1) +  + Pq( y 2, b

i
)

= ∀
x
2, bi

x= x
1, b

i

Pp ( x ) ∀
y
2, bi

y = y
1, b

i

Pq( y ) = sp ( bi ) sq ( bi) (8)

� � 于是求 K 阶 Legendre 矩的问题就转化为先求出每个块的

式 ( 8 ) 的 值, 然 后 将 各 块 的 值 相 加, 再 乘 以 系 数

(2p + 1) (2q+ 1)

N 2 的问题.

对于式( 8)的计算可以分成两部分,即:

sp ( bi )= ∀
x
2, b

i

x = x
1, b

i

Pp( x ) , � sq( bi) = ∀
y
2, b

i

y = y
1, b

i

Pq( y ) (9)

由于式( 9)中两者的计算方法一样,因此我们只考虑其中

的一个求和式.

记 !b
i
= x 2, b

i
- x 1, b

i
+ 1 为块的长度即象素点个数, 则

sp ( bi )= ∀
!
bi

- 1

j = 0

Pp ( x 1, b
i
+ j x ) (10)

采用 Shu等人[ 5]提出的计算 Legendre多项式的公式:

Pp ( x + a) = ∀
p

l= 0

�p
l ( a) Pp- l( x ) , � �p

0 ( x ) = 1,  p ∃0

(11)

其中 �p
l ( a)的表达式见文[ 5] ,可以得到:

� � Pp+ 1( x 1, b
i
+ ( j + 1) x ) - Pp + 1( x 1, b

i
+ j x )

� = Pp+ 1( x 1, b
i
+  x + j x ) - Pp + 1( x 1, b

i
+ j x )

� = ∀
p+ 1

l= 0

�p+ 1
l ( x ) Pp+ 1- l( x 1, b

i
+ j x )- Pp+ 1( x 1, b

i
+ j  x )

� = ∀
p+ 1

l= 1

�p+ 1
l ( x ) Pp+ 1- l( x 1, b

i
+ j x ) (12)

� � 将式( 12)等式两边从 i = 0到( !b
i
- 1)求和得到:

� � � � Pp+ 1 ( x 1, b
i
+ !bi x ) - Pp+ 1( x 1, b

i
)

� � � = ∀
!bi- 1

j= 0
∀
p+ 1

l= 1

�p+ 1
l ( x ) Pp+ 1- l( x 1, b

i
+ j x ) (13)

� � 引入记号

s%p ( bi) = Pp+ 1( x 1, b
i
+ !b

i
 x ) - Pp+ 1( x 1, b

i
) (14)

于是

s%p( bi) = ∀
p+ 1

l= 1

�p + 1
l ( x ) ∀

!b
i
- 1

j = 0

Pp+ 1- l ( x 1, b
i
+ j x )

= ∀
p+ 1

l= 1

�p + 1
l ( x ) sp + 1- l( bi) (15)

记 � SL ( bi ) = ( s0( bi) , s1 ( bi) ,  , sL ( bi) ) T ,

S%L ( bi ) = ( s%0( bi) , s%1 ( bi ) ,  , s%L ( bi) ) T

于是一维向量 SL ( bi)和S%L ( bi )的关系为:

S%L ( bi ) = A L+ 1SL ( bi) (16)

其中

AL + 1=

�
1
1( x ) 0 0 0

�2
2( x ) �2

1 ( x ) 0 0

�3
3( x ) �3

2 ( x ) �3
1 ( x ) 0

    

�L + 1
L + 1 ( x ) �L + 1

L ( x )  �L + 1
1 ( x )

(17)

由于矩阵所有对角线元素皆为非零值,因此 AL + 1是非奇

异矩阵, 所以有:
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SL ( bi )= A - 1
L+ 1S%L ( bi) (18)

由此可以看出只需要计算 SL ( bi)就可以得到我们所需要

的S%L ( bi)了.

3�2 � 积分方法
一幅具有 K 个图像块的二值图像, 记 x 方向第 bi 块长度

为!b
i
= x 2, b

i
- x 1, b

i
+ 1, y 方向块的长度为!%b

i
= y 2, b

i
- y 1, b

i
+ 1,

式(2)可写成:

�pq =
(2p + 1) (2q + 1)

4 ∀
K- 1

i= 0
!

x
1, b

i
+ !

b
i
-

1
2
 x

x
1, b

i
-

1
2
 x !

y
1, b

i
+ !%

b
i
-

1
2
 y

x
1, b

i
-

1
2
 y

Pp( x )Pq( y ) dxdy

� =
(2p + 1)( 2q + 1)

4 ∀
K- 1

i= 0
!

x
1, b

i

+ !
b
i

-
1
2
 x

x
1, b

i

-
1
2
 x

Pp ( x ) dx!
y
1, b

i

+ !%
b
i

-
1
2
 y

x
1, b

i

-
1
2
 y

Pq( y ) dy

(19)

根据Legendre多项式的积分性质:

!Pp( x ) dx =
1

2p + 1
Pp+ 1( x ) - Pp- 1 ( x ) (20)

容易得到

!
x
1, b

i
+ !

b
i
-

1
2  x

x
1, b

i
-

1
2
 x

Pp ( x ) dx

=
1

2p + 1
Pp+ 1( x 1, b

i
+ !b

i
-

1
2
 x )- Pp - 1 ( x 1, b

i
+ !b

i
-

1
2
 x )

� - Pp + 1( x1, b
i
-

1
2
 x ) + Pp- 1( x 1, b

i
-

1
2
 x ) (21)

记

Sx , b
i
= Pp + 1 ( x 1, b

i
+ !b

i
-

1
2
 x ) - Pp - 1( x 1, b

i
+ !b

i
-

1
2
 x )

- Pp + 1 ( x 1, b
i
-

1
2
 x ) + Pp- 1( x 1, b

i
-

1
2
 x )

Sy, b
i
= Pq+ 1 ( y 1, b

i
+ !%b

i
-

1
2
 y ) - Pq- 1( y 1, b

i
+ !%b

i
-

1
2
 y )

- Pq+ 1 ( y 1, b
i
-

1
2
 y ) + Pq- 1( y 1, b

i
-

1
2
 y )

� � 则 � �pq=
1
4 ∀

K- 1

i= 0

Sx, b
i
Sy, b

i
(22)

4 � 讨论与结论

4�1 � 算法的计算复杂度
直接计算 Legendre 矩的时间开销是巨大的,假定一个 N

# N 的图像块,直接计算到 L 阶 Legendre矩需要 O( N 2L2)次

加法和乘法.

分块后的累加方法在用式( 18)计算出矢量 SL ( bi) = ( s 0

( bi) , s 1( bi ) ,  , sL ( bi ) ) T需 4L 次加法和 8L 次乘法, 每个系

数
(2p+ 1) ( 2q+ 1)

N 2 需 2 次加法和 5 次乘法,因此总共需要:

加法 � 4L # 2+ 2 # ( L + 1) ( L+ 2)
2

= L 2+ 11L + 2

乘法 � 8L # 2+ 5 # ( L + 1) ( L+ 2)
2

+
( L + 1) ( L + 2)

2

= 3L2+ 25L + 6

分块后的积分方法首先利用式( 6)计算 Legendre多项式

值,需要 3L 次加法和 5L 次乘法, 再利用式(22)计算所有矩的

值,共需要:

加法 � 3L # 2+ 3L # 2= 12L

乘法 � 5L # 2+ 2
( L+ 1) ( L+ 2)

2
= L 2+ 13L + 2

分块后的累加方法和积分方法都大大减小了计算复杂

度, 并且它们的计算复杂度都与图像大小无关, 这样在计算比

较大的图像的时候就更能显示出这两种方法的优越性了.

4�2� 时间比较

图 1 50# 50汉字图像

我们对直接利用式 (4)计算 Legen�

dre矩、分块后的累加方法以及分块后

的积分方法这三种方法计算的时间进

行比较. 首先使用 50 # 50 的汉字& 幕∋
进行计算, 如图 1.

比较结果如表 1 所示:

表 1� 三种计算方法计算 50# 50汉字& 幕∋时间表

Legendre

矩的阶数

直 接计

算 方法

分块后的

累加方法

分块后的

积分方法

20 0. 06s 0. 01s 0. 00s

30 0. 13s 0. 01s 0. 00s

40 0. 18s 0. 01s 0. 00s

50 0. 29s 0. 01s 0. 00s

55 0. 34s 0. 01s 0. 00s

60 0. 39s 0. 02s 0. 00s

65 0. 45s 0. 02s 0. 00s

70 0. 52s 0. 02s 0. 00s

� � 从上面的表中可以看出文中提出的两种方法的确缩短了
计算时间. 下面我们将几种方法应用到 256 # 256 大小的汉字

& 幕∋上, 进行计算时间的比较,结果如表 2 所示.

表 2 � 几种计算方法计算 256# 256汉字& 幕∋时间表

Legendre

矩的阶数

直 接计

算 方法

分块后的

累加方法

分块后的

积分方法

20 0. 86s 0. 01s 0. 00s

30 1. 75s 0. 01s 0. 00s

40 2. 85s 0. 01s 0. 00s

50 4. 24s 0. 01s 0. 00s

55 4. 98s 0. 02s 0. 00s

60 6. 13s 0. 02s 0. 00s

65 7. 18s 0. 02s 0. 00s

70 7. 68s 0. 02s 0. 00s

� � 从上述结果中可以发现, 直接方法在图像大小增大时计

算时间增加了很多, 而分块累加方法和积分方法的计算时间

则不随图像大小的变化而变化,因此这两种算法在计算大图

的时候特别有效. 上述实验结果与我们在(4. 1)节中的理论分

析也是一致的.

4�3� 误差分析
为了说明算法的精度,我们构造一幅在 [ - 1, 1] # [ - 1,
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1]的区域内所有象素点值均为 1 的图像(50# 50) . 我们知道,

对于这一图像其 Legendre 矩值除了零阶矩为 1 外, 其余都为

零.基于这点,我们对累加方法和积分方法的误差进行比较.

定义方差:

EK = ∀
K

p = 0
∀

K- p

q = 0

( L%pq- Lpq)
2 (23)

其中L%pq表示由累加方法或积分方法计算得到的矩, 而 Lpq则

表示除了L 00= 1,其余都为零的精确值.

表 3中显示了两种计算方法的方差 :

表 3 � 两种不同方法计算矩的方差

矩的阶数 分块累加方法 分块积分方法

1 0. 000000 0. 000000

3 0. 000002 0. 000000

5 0. 000074 0. 000000

7 0. 000733 0. 000000

9 0. 004003 0. 000000

11 0. 015351 0. 000000

13 0. 046213 0. 000000

� � 从上面这张表中我们可以发现 ,分块积分方法计算矩得

到的结果是非常精确的, 而累加方法则由于采用了近似公式

计算,结果不如积分方法精确.

4�4 � 总结

通过本文的讨论我们可以看出, 对图像采用合适的描述

方法再配合以适当的快速算法会极大地缩短计算时间. 文中

分别对所提出的两种新的算法的计算复杂度、计算时间和计

算误差进行了比较,分析结果表明直接方法计算复杂度最高,

即计算时间最长,而分块后的积分方法计算复杂度最低 ,即计

算时间最短,实验结果也验证了这一结论. 分块累加方法计算

时间明显小于直接方法,而分块积分方法计算所需时间更少.

另外,分块积分方法可以精确的计算出 Legendre矩的值, 这对

Legendre矩的应用有重要的意义, 因而本文提出的方法是计

算Legendre矩的快速、有效的方法. 此外,值得指出的是, 本文

采用的图像块描述方法较文献[ 6]中的 !�方法是一种更有效

的图像表征方法, 因为后者只对图像的 x 方向进行了处理,

而在 y 方向上未作任何处理(这也是我们在文献[ 6]中提出的

两种方法所需计算时间基本一样的原因) , 因此, 本文所提出

的快速算法也较文献[ 6]中的快速算法更有效.

图像块描述方法也可以应用到灰度图像的计算中去. 这

样每个图像块就有 5 个参数: 左上角坐标、右下角坐标和灰度

值. 在计算每个块的时候由于灰度相同就可以将灰度提出最

后计算, 这也将缩短计算时间.
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